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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèß äâèæåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ àôôèííîé
ñâßçíîñòè ßâëßåòñß îäíèì èç àêòèâíî ðàçâèâàþùèõñß ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Âïåðâûå âîïðîñ î äâèæåíèßõ â ïðîñòðàíñòâàõ
àôôèííîé ñâßçíîñòè áûë ïîñòàâëåí â 1927 ãîäó Ë.Ï. Ýéçåíãàðäòîì è Ì.Ñ.
Êíåáåëüìàíîì. Îíè ïîëó÷èëè ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðßäêà, îïðåäåëßþùóþ ñîñòàâëßþùèå áåñêîíå÷-
íî ìàëîãî äâèæåíèß â ïðîñòðàíñòâå àôôèííîé ñâßçíîñòè è äîêàçàëè, ÷òî
ðàçìåðíîñòü ãðóïïû äâèæåíèé íå ïðåâîñõîäèò n2 + n, ãäå n  ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà àôôèííîé ñâßçíîñòè. Èìè æå óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâà,
äîïóñêàþùèå ãðóïïó äâèæåíèé ðàçìåðíîñòè n2+n, ßâëßþòñß ëîêàëüíî ïëîñ-
êèìè. Ê îäíèì èç ïåðâûõ ðàáîò ïî äâèæåíèßì â ïðîñòðàíñòâàõ àôôèííîé
ñâßçíîñòè îòíîñßòñß ðàáîòû Ý. Êàðòàíà [7], Ï.Ê. Ðàøåâñêîãî [11], Ï.À. Øè-
ðîêîâà [16]. Ñèñòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèß ãðóïï äâèæåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ
àôôèííîé ñâßçíîñòè âïåðâûå íà÷àòû È.Ï. Åãîðîâûì. Âíèìàíèå È.Ï. Åãî-
ðîâà ïðèâëåêëà îïóáëèêîâàííàß â 1903 ãîäó òåîðåìà Ôóáèíè: íå ñóùåñòâó-
åò ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà ñ ïîëíîé ãðóïïîé äâèæåíèé ïîðßäêà n(n+1)2 − 1,
òî åñòü íà åäèíèöó ìåíüøå íàèâûñøåãî ïîðßäêà n(n+1)2 , êîòîðûé äîïóñêàþò
ëèøü ïðîñòðàíñòâà ïîñòîßííîé êðèâèçíû è òîëüêî îíè. È.Ï. Åãîðîâ âïåðâûå
ïîñòàâèë àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëß ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè, à èìåí-
íî: ñóùåñòâóþò ëè ïðîñòðàíñòâà àôôèííîé ñâßçíîñòè, îáëàäàþùèå ïîëíûìè
ãðóïïàìè äâèæåíèé ïîðßäêà r = n2+n− 1? Â 1945 ãîäó èì óñòàíîâëåíî, ÷òî
ìàêñèìàëüíàß ðàçìåðíîñòü ãðóïï äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíî-
ñòè áåç êðó÷åíèß íåíóëåâîé êðèâèçíû ðàâíà òî÷íî n2. Èç ýòîãî ñëåäîâàëî,
÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè ïîëíûå ãðóïïû äâèæå-
íèé êîòîðûõ èìåþò ðàçìåðíîñòè r, ãäå n2 < r < n2 + n (n ≥ 2). Òåì ñàìûì
áûëà âûßâëåíà ïåðâàß ëàêóíà â ðàñïðåäåëåíèè ðàçìåðíîñòåé ïîëíûõ ãðóïï
äâèæåíèé ïðîñòðàñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè. Çàòåì èì áûëè óñòàíîâëåíû è
äðóãèå ëàêóíû. Âîïðîñàìè äâèæåíèé â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ çàíèìà-
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ëèñü À.Ç. Ïåòðîâ, Í.Ñ. Ëèïàòîâ, Ã.È. Êðó÷êîâè÷, À.Ñ. Ñîëîäîâíèêîâ, Í.Ñ.
Ñèíþêîâ, À.Â. Àìèíîâà, Â.Ð. Êàéãîðîäîâ, À.È. Åãîðîâ, À.ß. Ñóëòàíîâ, À.À.
Ëîâêîâ, Í.Ä. Íèêèòèí, Â.È. Ïàíüæåíñêèé, Ë.Ñ. Ãîðøêîâà, À.Ò. Êîíäðàòüåâ è
äðóãèå ãåîìåòðû. Èç çàðóáåæíûõ ãåîìåòðîâ, çàíèìàâøèõñß âîïðîñàìè äâè-
æåíèé, îòìåòèì Ê. ßíî, Ó. Ìóòî, Ã. Âðýí÷àíó, Ø. Êîáàßñè, Ê. Íîìèäçó,
ßìàãóòè, Ìàöóìîòî, È. Ëåâèíà, Â. Äóìèòðàøà. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ ýòèõ ãåî-
ìåòðîâ ïðèâåäåí â ñòàòüßõ È.Ï. Åãîðîâà [5], [6]. Á.Ë. Ëàïòåâ èññëåäîâàë ìíî-
ãîîáðàçèß ñ îáúåêòàìè àôôèííîé è ïðîåêòèâíîé ñâßçíîñòåé, çàâèñßùèìè îò
òî÷êè è íàïðàâëåíèß, èì ïîëó÷åíû óñëîâèß èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé ïðî-
åêòèâíûõ è àôôèííûõ äâèæåíèé â èíâàðèàíòíîé ôîðìå [8]. Â ðàáîòàõ À.Â.
Àìèíîâîé [1], [2] èññëåäóþòñß àôôèííûå, ïðîåêòèâíûå, ïî÷òè ïðîåêòèâíûå
äâèæåíèß â ïðîñòðàíñòâàõ àôôèííîé ñâßçíîñòè; ìàêñèìàëüíàß ðàçìåðíîñòü
èíòðàíçèòèâíûõ ãðóïï äâèæåíèé íåïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ àô-
ôèííîé ñâßçíîñòè óñòàíîâëåíà À.ß. Ñóëòàíîâûì [12]. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå
òåîðèè ñâßçíîñòåé, ïðîèçâîäíîé Ëè ïîëó÷èëè â ðàáîòàõ Á.Í. Øàïóêîâà [14],
[15], Â.Â. Øóðûãèíà [17].
Â 1963 ãîäó â ðàáîòå [9] À.Ï. Íîðäåíà ââåäåíî ïîíßòèå ïðîñòðàíñòâà äå-
êàðòîâîé êîìïîçèöèè. Â ýòîé æå ðàáîòå À.Ï. Íîðäåí ïîêàçàë, ÷òî çàäàíèå
àôôèííîé ñâßçíîñòè, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé êîìïîçèöèß ßâëßåòñß äåêàð-
òîâîé, ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ ïðîèçâîëüíîé àôôèííîé ñâßçíîñòè íà ëþáîé ïî-
çèöèè êàæäîãî áàçèñíîãî ìíîãîîáðàçèß. Ñðåäè ýòèõ ñâßçíîñòåé ìîæíî âûäå-
ëèòü ñâßçíîñòè, ßâëßþùèåñß ïðßìûì ïðîèçâåäåíèåì àôôèííûõ ñâßçíîñòåé.
Âîïðîñ î äâèæåíèßõ â ïðßìûõ ïðîèçâåäåíèßõ äâóõ ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé
ñâßçíîñòè îñòàâàëñß îòêðûòûì. Èñõîäß èç âûøå èçëîæåííîãî, òåìà äèññåð-
òàöèîííîé ðàáîòû ßâëßåòñß àêòóàëüíîé.
Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ßâëßåòñß èññëåäîâàíèå àëãåáð Ëè
èíôèíèòåçèìàëüíûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðßìûõ ïðîèçâåäåíèé äâóõ
ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè è èõ ðàçìåðíîñòåé.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Â äèññåðòàöèè ïðèìåíßþòñß ðåçóëüòàòû è
ìåòîäû ëîêàëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, òåîðèè ãðóïï Ëè ïðåîáðà-
çîâàíèé, èñïîëüçóåòñß àïïàðàò òåíçîðíîãî àíàëèçà è ïðîèçâîäíîé Ëè.
Íàó÷íàß íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ßâëß-
þòñß íîâûìè è çàêëþ÷àþòñß â ñëåäóþùåì:
1) óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ ïðßìîå
ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè ßâëßåòñß ïðîåêòèâíî-
åâêëèäîâûì, ñèììåòðè÷åñêèì, ðåêóððåíòíûì ïðîñòðàíñòâîì àôôèííîé ñâßç-
íîñòè,
2) ïîëó÷åíû îöåíêè âåðõíèõ ãðàíèö ðàçìåðíîñòåé àëãåáð Ëè èíôèíè-
òåçèìàëüíûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðßìûõ ïðîèçâåäåíèé íåïëîñêèõ
ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè è ëîêàëüíî ïëîñ-
êîãî ïðîñòðàíñòâà àôôèííîé ñâßçíîñòè,
3) óñòàíîâëåíû îöåíêè âåðõíèõ ãðàíèö ðàçìåðíîñòåé àëãåáð Ëè èíôèíèòå-
çèìàëüíûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðßìûõ ïðîèçâåäåíèé äâóõ íåïëîñêèõ
ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè,
4) íàéäåíû îöåíêè âåðõíèõ ãðàíèö ðàçìåðíîñòåé àëãåáð Ëè èíôèíèòåçè-
ìàëüíûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðßìûõ ïðîèçâåäåíèé ïðîåêòèâíî-åâêëè-
äîâûõ è íåïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè,
5) ïîëó÷åíû îöåíêè ðàçìåðíîñòåé àëãåáð Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ àôôèí-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðßìûõ ïðîèçâåäåíèé äâóõ íåïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè. Äîêàçàíà òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ îöåíîê.
Òåîðåòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð.
Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèèßõ ïðßìîãî ïðîèç-
âåäåíèß ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè, à òàêæå ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ è
ôàêóëüòàòèâíûõ êóðñîâ äëß ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâà-
ëèñü íà âñåðîññèéñêèõ ìîëîäåæíûõ íàó÷íûõ øêîëàõ-êîíôåðåíöèßõ "Ëîáà-
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÷åâñêèå ÷òåíèß"(Êàçàíü, ÊÃÓ, 2005, 2006, 2007), íà ìåæäóíàðîäíîé ëåòíåé
øêîëå-ñåìèíàðå ïî ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè "Ïåòðîâñêèå ÷òåíèß"(Êàçàíü, ÊÃÓ, 2007), íà ìåæäóíàðîäíîì ãåîìåò-
ðè÷åñêîì ñåìèíàðå èì. Ã.Ô. Ëàïòåâà (Ïåíçà, ÏÃÏÓ, 2007), íà ãåîìåòðè÷å-
ñêîì ñåìèíàðå êàôåäð ãåîìåòðèè è àëãåáðû ÏÃÏÓ (Ïåíçà, 2005-2008 ãã.), íà
âíóòðèâóçîâñêèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèßõ ïðîôåññîðñêî-ïðåïîäàâàòåëüñêîãî
ñîñòàâà ÏÃÏÓ (Ïåíçà, 2006, 2007, 2008), íà ãåîìåòðè÷åñêîì ñåìèíàðå êàôåä-
ðû ãåîìåòðèè ÊÃÓ (Êàçàíü, 2008), íà ãåîìåòðè÷åñêîì ñåìèíàðå ïðè ÌÃÓ èì.
Ì.Â. Ëîìîíîñîâà (Ìîñêâà, 2009).
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 13
ðàáîòàõ àâòîðà, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß, ÷å-
òûðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû, ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì äèññåðòàöèè
ñîñòàâëßåò 115 ñòðàíèö.
ÎÁÇÎÐ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈß ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû, ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, ïðèâåäåíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.
Ãëàâà 1 ñîñòîèò èç 7 ðàçäåëîâ. Â ðàçäåëå 1.1 îïèñàíî ïîñòðîåíèå ïðß-
ìîãî ïðîèçâåäåíèß ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé. Â ðàçäåëå 1.2 äàåòñß îïðåäåëåíèå
ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè ïî À. Ï. Íîðäåíó. Â
ðàçäåëå 1.3 ââîäßòñß ïîíßòèß åñòåñòâåííîãî ïðîäîëæåíèß âåêòîðíûõ ïîëåé,
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì, òåíçîðíûõ ïîëåé ñ ãëàäêèõ ìíîãîîáðà-
çèé íà èõ ïðßìîå ïðîèçâåäåíèå. Â ðàçäåëå 1.4 ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ñâîé-
ñòâà ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß àôôèííûõ ñâßçíîñòåé, ñâßçàííûå ñ åñòåñòâåííû-
ìè ïðîäîëæåíèßìè âåêòîðíûõ ïîëåé. Ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëß âû÷èñëåíèß
êîìïîíåíòîâ òåíçîðíûõ ïîëåé êðó÷åíèß è êðèâèçíû ñâßçíîñòè, ßâëßþùåé-
ñß ïðßìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ àôôèííûõ ñâßçíîñòåé. Â ðàçäåëå 1.5 ïîëó-
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÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ ïðßìîå ïðîèçâåäå-
íèå äâóõ ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè ßâëßåòñß ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûì
ïðîñòðàíñòâîì àôôèííîé ñâßçíîñòè. Â ðàçäåëàõ 1.6, 1.7 íàéäåíû óñëîâèß,
ïðè êîòîðûõ ïðßìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåïëîñêèõ ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé
ñâßçíîñòè ßâëßåòñß ñèììåòðè÷åñêèì, ðåêóððåíòíûì.
Â ãëàâå 2 èññëåäóþòñß èíôèíèòåçèìàëüíûå àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèß
ïðßìûõ ïðîèçâåäåíèé ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßç-
íîñòè. È. Ï. Åãîðîâûì [4] äîêàçàíî, ÷òî íå ñóùåñòâóeò ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè ñ àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðíûì ïîëåì Ðè÷-
÷è. Ïîýòîìó äëß ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè
âîçìîæíû ëèøü äâà ñëó÷àß: ëèáî ïðîñòðàíñòâî ýòî ñ ñèììåòðè÷íûì òåí-
çîðíûì ïîëåì Ðè÷÷è, íàçûâàåìîå ýêâèïðîåêòèâíûì [10], ëèáî ñ òåíçîðíûì
ïîëåì Ðè÷÷è, îáëàäàþùèì íåíóëåâûìè ñèììåòðè÷íîé
0
R =Ric(+) è àíòèñèì-
ìåòðè÷íîé S = Ric(−) ÷àñòßìè. Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî
0
R ïðèâåäåíî ê êàíîíè÷å-
ñêîìó âèäó â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè x0. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîîðäèíàò-
íàß îêðåñòíîñòü, ñîäåðæàùàß òî÷êó x0, òàêàß, ÷òî
0
Ri1i1 6= 0 äëß íåêîòîðîãî
èíäåêñà i1. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
(α)
0
Ri1i1 6= 0,
0
Rij = 0 (i 6= j) è ñóùåñòâóåò ñîñòàâëßþùàß âèäà Si1i2 6= 0,
(β)
0
Ri1i1 6= 0,
0
Rij = 0 (i 6= j), Si1it = 0 (t = 2, 3, . . . , n), íî ñóùåñòâóåò
ñîñòàâëßþùàß âèäà Si2i3 6= 0.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñòðîåíèè ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß ïðîåêòèâíî-åâêëè-
äîâûõ ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè îñíîâíûìè ßâëßþòñß ñëåäóþùèå
ñëó÷àè:
(1) îäíî ïðîñòðàíñòâî ßâëßåòñß íåïëîñêèì ýêâèïðîåêòèâíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì àôôèííîé ñâßçíîñòè, à äðóãîå ïðîñòðàíñòâî  ïëîñêîå;
(2) îäíî ïðîñòðàíñòâî  ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâî, òåíçîðíîå ïîëå Ðè÷÷è êî-
òîðîãî íå ßâëßåòñß ñèììåòðè÷íûì è óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì (α), à äðóãîå
ïðîñòðàíñòâî ßâëßåòñß ïëîñêèì;
(3) îäíî ïðîñòðàíñòâî  ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâî, òåíçîðíîå ïîëå Ðè÷÷è êî-
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òîðîãî íå ßâëßåòñß ñèììåòðè÷íûì è óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì (β), à äðóãîå
ïðîñòðàíñòâî ßâëßåòñß ïëîñêèì;
(4) îáà ïðîñòðàíñòâà ßâëßþòñß íåïëîñêèìè ýêâèïðîåêòèâíûìè ïðîñòðàí-
ñòâàìè àôôèííîé ñâßçíîñòè;
(5) îáà ïðîñòðàíñòâà  ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâû ñ íåñèììåòðè÷íûìè òåí-
çîðíûìè ïîëßìè Ðè÷÷è;
(6) îäíî ïðîñòðàíñòâî  íåïëîñêîå ýêâèïðîåêòèâíîå, à äðóãîå ßâëßåòñß
ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûì, òåíçîðíîå ïîëå Ðè÷÷è êîòîðîãî íå ßâëßåòñß ñèì-
ìåòðè÷íûì.
Â ðåçóëüòàòå ðàññìîòðåíèß êàæäîãî èç ñëó÷àåâ, äîêàçàíî ñëåäóþùåå:
Òåîðåìà 1. Ïóñòü (1Mn1,
1∇)  íåïëîñêîå ýêâèïðîåêòèâíîå ïðîñòðàí-
ñòâî àôôèííîé ñâßçíîñòè, (2Mn2,
2∇) ëîêàëüíî ïëîñêîå, òîãäà ðàçìåðíîñòü
àëãåáðû Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðßìîãî ïðîèç-
âåäåíèß (1Mn1 ×2 Mn2, 1∇×2∇) íå áîëüøå, ÷åì n21+n22+2n2, ïðè÷åì óêàçàííàß
ãðàíèöà  òî÷íàß.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü (1Mn1,
1∇)  ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî àô-
ôèííîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùåå óñëîâèßì (α). Ïðîñòðàíñòâî (2Mn2,
2∇)
ßâëßåòñß ëîêàëüíî ïëîñêèì. Òîãäà ðàçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè èíôèíèòåçè-
ìàëüíûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà (1Mn1 ×2 Mn2, 1∇×2 ∇)
íå ïðåâîñõîäèò n21 + n
2
2 + 2n2 − n1 + 1.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü (1Mn1,
1∇)  ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî àô-
ôèííîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùåå óñëîâèßì (β). Ïðîñòðàíñòâî (2Mn2,
2∇)
ßâëßåòñß ëîêàëüíî ïëîñêèì. Òîãäà àëãåáðà Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ àôôèí-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß (1Mn1 ×2 Mn2, 1∇×2∇) èçîìîðô-
íà ïðßìîé ñóììå àëãåáð Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïðîñòðàíñòâ (aMna,
a∇) (a = 1, 2).
Èç ýòîé òåîðåìû ïîëó÷åíî
Ñëåäñòâèå. Åñëè (1Mn1,
1∇)  ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî àô-
ôèííîé ñâßçíîñòè, òåíçîðíîå ïîëå Ðè÷÷è êîòîðîãî óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì
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(β), (2Mn2,
2∇)  ëîêàëüíî ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî ðàçìåðíîñòü àëãåáðû
Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß
ýòèõ ïðîñòðàíñòâ íå ïðåâîñõîäèò n21 + n
2
2 − 2n1 + n2 + 3.
Òåîðåìà 4. Àëãåáðà Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß (1Mn1 ×2 Mn2, 1∇ ×2 ∇) íåïëîñêèõ ïðîåêòèâíî-
åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè èçîìîðôíà ïðßìîé ñóììå àë-
ãåáð Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.
Ñëåäñòâèßìè òåîðåìû 4 ßâëßþòñß ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèß:
Ïðåäëîæåíèå 1. Ìàêñèìàëüíàß ðàçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè èíôèíèòåçè-
ìàëüíûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß íåïëîñêèõ ýêâè-
ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè ðàâíà òî÷íî n21 + n
2
2.
Ïðåäëîæåíèå 2. Ìàêñèìàëüíàß ðàçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè èíôèíèòå-
çèìàëüíûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß ïðîåêòèâíî-
åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè ñ íåñèììåòðè÷íûìè òåíçîð-
íûìè ïîëßìè Ðè÷÷è ðàâíà òî÷íî n21 − n1 + n22 − n2 + 2.
Ïðåäëîæåíèå 3. Ìàêñèìàëüíàß ðàçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè èíôèíèòåçè-
ìàëüíûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß íåïëîñêîãî ýêâè-
ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà àôôèííîé ñâßçíîñòè è ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâî ïðî-
ñòðàíñòâà àôôèííîé ñâßçíîñòè, òåíçîðíîå ïîëå Ðè÷÷è êîòîðîãî íå ßâëßåòñß
ñèììåòðè÷íûì, ðàâíà òî÷íî n21 + n
2
2 − n2 + 1, ãäå n1  ðàçìåðíîñòü ýêâèïðî-
åêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà àôôèííîé ñâßçíîñòè, n2  ðàçìåðíîñòü ïðîåêòèâíî-
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâà ñ íåñèììåòðè÷íûì òåíçîðíûì ïîëåì Ðè÷÷è.
Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàþòñß èíôèíèòåçèìàëüíûå àôôèííûå ïðåîáðàçîâà-
íèß ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè, â ñëó÷àå êîãäà
õîòß áû îäíî èç íèõ íåïðîåêòèâíî-åâêëèäîâî. Â ÷àñòíîñòè, â ðàçäåëàõ 3.1, 3.2
èññëåäóþòñß ïðßìûå ïðîèçâåäåíèß ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâîãî è íåïðîåêòèâíî-
åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè, â ðàçäåëå 3.3  ïðßìûå ïðî-
èçâåäåíèß íåïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâßçíîñòè.
Ïðîñòðàíñòâî (Mn, ∇) (n ≥ 3) ßâëßåòñß íåïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûì, åñëè
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òåíçîðíîå ïîëå Âåéëß W îòëè÷íî îò íóëåâîãî. Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ
óñëîâèå W 6= 0 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ Rσαβγ 6= 0 äëß íåêîòîðûõ èíäåêñîâ
σ 6= α, β, γ [13]. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ îäíîìó èç ñëåäóþùèõ:
(à) ñóùåñòâóåò êàðòà ãëàäêîãî àòëàñà (U, xα) òàêàß, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòß
áû îäíà ñîñòàâëßþùàß òåíçîðíîãî ïîëß êðèâèçíû âèäà Rα1α2α2α3 îòëè÷íàß îò
íóëß äëß íåêîòîðûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ìåæäó ñîáîþ èíäåêñîâ;
(á) â êàæäîé êàðòå (V, yα) âñå ñîñòàâëßþùèå òåíçîðíîãî ïîëß êðèâèçíû
âèäà Rα1α2α2α3 ðàâíû íóëþ, íî ñóùåñòâóåò êàðòà (U, x
α) òàêàß, ÷òî ñóùåñòâóåò
õîòß áû îäíà ñîñòàâëßþùàß òåíçîðíîãî ïîëß êðèâèçíû âèäà Rα1α2α3α4 îòëè÷íàß
îò íóëß äëß íåêîòîðûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ìåæäó ñîáîþ èíäåêñîâ.
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ïðßìûõ ïðîèçâåäåíèé íåïëîñêîãî
ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâîãî è íåïðîåêòèâíî-åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé
ñâßçíîñòè ñóùåñòâåííûìè ßâëßþòñß ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
(1) îäèí ñîìíîæèòåëü ßâëßåòñß íåïëîñêèì ýêâèïðîåêòèâíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì àôôèííîé ñâßçíîñòè, äðóãîé ñîìíîæèòåëü ßâëßåòñß íåïðîåêòèâíî-åâêëè-
äîâûì ïðîñòðàíñòâîì àôôèííîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùèì óñëîâèþ (à);
(2) îäèí ñîìíîæèòåëü ßâëßåòñß íåïëîñêèì ýêâèïðîåêòèâíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì àôôèííîé ñâßçíîñòè, äðóãîé ñîìíîæèòåëü ßâëßåòñß íåïðîåêòèâíî-åâêëè-
äîâûì ïðîñòðàíñòâîì àôôèííîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùèì óñëîâèþ (á);
(3) îäèí ñîìíîæèòåëü ßâëßåòñß ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì
àôôèííîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùèì óñëîâèßì (α), äðóãîé ñîìíîæèòåëü
ßâëßåòñß íåïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì àôôèííîé ñâßçíîñòè, óäî-
âëåòâîðßþùèì óñëîâèþ (à);
(4) îäèí ñîìíîæèòåëü ßâëßåòñß ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì
àôôèííîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùèì óñëîâèßì (α), äðóãîé ñîìíîæèòåëü
ßâëßåòñß íåïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì àôôèííîé ñâßçíîñòè, óäî-
âëåòâîðßþùèì óñëîâèþ (á);
(5) îäèí ñîìíîæèòåëü ßâëßåòñß ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì
àôôèííîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùèì óñëîâèßì (β), äðóãîé ñîìíîæèòåëü
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ßâëßåòñß íåïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì àôôèííîé ñâßçíîñòè, óäî-
âëåòâîðßþùèì óñëîâèþ (à);
(6) îäèí ñîìíîæèòåëü ßâëßåòñß ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì
àôôèííîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùèì óñëîâèßì (β), äðóãîé ñîìíîæèòåëü
ßâëßåòñß íåïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì àôôèííîé ñâßçíîñòè, óäî-
âëåòâîðßþùèì óñëîâèþ (á).
Åñëè îáà ñîìíîæèòåëß ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß íåïðîåêòèâíî-åâêëèäîâû ïðî-
ñòðàíñòâà àôôèííîé ñâßçíîñòè, òî âîçíèêàþò ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
(1) îáà ñîìíîæèòåëß ßâëßþòñß íåïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûìè ïðîñòðàíñòâà-
ìè àôôèííîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùèìè óñëîâèþ (à);
(2) îáà ñîìíîæèòåëß ßâëßþòñß íåïðîåêòèâíî-åâêëèäîâûìè ïðîñòðàíñòâà-
ìè àôôèííîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùèìè óñëîâèþ (á);
(3) îäèí ñîìíîæèòåëü óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ (á), äðóãîé ñîìíîæèòåëü 
óñëîâèþ (à).
Ïðè ðàññìîòðåíèè êàæäîãî èç ñëó÷àåâ, äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû, â
êîòîðûõ n1  ðàçìåðíîñòü ïåðâîãî ñîìíîæèòåëß, n2  ðàçìåðíîñòü âòîðîãî
ñîìíîæèòåëß.
Òåîðåìà 1. Ðàçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ àôôèííûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß íåïëîñêîãî ýêâèïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà àôôèííîé ñâßçíîñòè è íåïðîåêòèâíî-åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà àôôèí-
íîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùåãî óñëîâèþ (à), íå ïðåâîñõîäèò n21+n
2
2−n2+3,
ïðè÷åì óêàçàííàß ãðàíèöà òî÷íàß.
Òåîðåìà 2. Ðàçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ àôôèííûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß íåïëîñêîãî ýêâèïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà àôôèííîé ñâßçíîñòè è íåïðîåêòèâíî-åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà àôôèí-
íîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùåãî óñëîâèþ (á), íå ïðåâîñõîäèò n21+n
2
2−2n2+5,
ïðè÷åì óêàçàííàß ãðàíèöà òî÷íàß.
Òåîðåìà 3. Ðàçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ àôôèííûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà àô-
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ôèííîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùåãî óñëîâèßì (α), ñ íåïðîåêòèâíî-åâêëèäî-
âûì ïðîñòðàíñòâîì àôôèííîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùèì óñëîâèþ (à), íå
ïðåâîñõîäèò n21 + n
2
2 − n1 − n2 + 6.
Òåîðåìà 4. Ðàçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ àôôèííûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà àô-
ôèííîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùåãî óñëîâèßì (α), ñ íåïðîåêòèâíî-åâêëèäî-
âûì ïðîñòðàíñòâîì àôôèííîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùèì óñëîâèþ (á), íå
ïðåâîñõîäèò n21 + n
2
2 − n1 − 2n2 + 9.
Òåîðåìà 5. Ðàçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ àôôèííûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà àô-
ôèííîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùåãî óñëîâèßì (β), ñ íåïðîåêòèâíî-åâêëèäî-
âûì ïðîñòðàíñòâîì àôôèííîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùèì óñëîâèþ (à), íå
ïðåâîñõîäèò n21 + n
2
2 − 2n1 − 2n2 + 8.
Òåîðåìà 6. Ðàçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ àôôèííûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß ïðîåêòèâíî-åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà àô-
ôèííîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùåãî óñëîâèßì (β), ñ íåïðîåêòèâíî-åâêëèäî-
âûì ïðîñòðàíñòâîì àôôèííîé ñâßçíîñòè, óäîâëåòâîðßþùèì óñëîâèþ (á), íå
ïðåâîñõîäèò n21 + n
2
2 − 2n1 − 3n2 + 11.
Òåîðåìà 7. Åñëè êàæäîå ïðîñòðàíñòâî (aMna,
a∇) (a = 1, 2) óäîâëåòâî-
ðßåò óñëîâèþ (à), òî ðàçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ àôôèí-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðßìîãî ïðîèçâåäåíèß ýòèõ ïðîñòðàíñòâ íå ïðåâîñõîäèò
n2 − 5n+ 14, ãäå n = n1 + n2, ïðè÷åì óêàçàííàß ãðàíèöà ßâëßåòñß òî÷íîé.
Òåîðåìà 8. Åñëè êàæäîå ïðîñòðàíñòâî (aMna,
a∇) (a = 1, 2) óäîâëåòâî-
ðßåò óñëîâèþ (á), òî ðàçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ àôôèí-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà (1Mn1 ×2 Mn2, 1∇ ×2 ∇) íå ïðåâîñõîäèò
n2 − 7n+ 22, ãäå n = n1 + n2, ïðè÷åì óêàçàííàß ãðàíèöà ßâëßåòñß òî÷íîé.
Òåîðåìà 9. Åñëè ïðîñòðàíñòâî (1Mn1,
1∇) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ (á), à
(2Mn2,
2∇)  óñëîâèþ (à), òî ðàçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ
àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà (1Mn1 ×2 Mn2, 1∇×2∇) íå ïðåâîñ-
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õîäèò n2 − 6n+ 18, ãäå n = n1 + n2, ïðè÷åì óêàçàííàß ãðàíèöà  òî÷íàß.
Â ãëàâå 4 ðàññìàòðèâàþòñß èíôèíèòåçèìàëüíûå àôôèííûå ïðåîáðàçî-
âàíèß âåùåñòâåííûõ ðåàëèçàöèé ∇R ãîëîìîðôíîé ëèíåéíîé ñâßçíîñòè ∇
íà MAn , ãäå A  àëãåáðà äâîéíûõ ÷èñåë. Òàê êàê âåùåñòâåííàß ðåàëèçà-
öèß ìíîãîîáðàçèß MAn åñòü ìíîãîîáðàçèå M
R
2n, ïðè÷åì M
R
2n =
1Mn ×2 Mn è
∇R =1 ∇×2∇ [3], òî ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ïðèìåíå-
íû ê ïðîñòðàíñòâó (MR2n, ∇R) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ìíîãîîáðàçèß aM (a = 1, 2)
èìåþò îäíó è òó æå ðàçìåðíîñòü.
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